
Juan Carlos López Agüí

Guía básica para 
la simulación de 

Monte Carlo



Índice

Capítulo 1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.1. Principios de la simulación de Monte Carlo . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

Capítulo 2. Generación de números pseudoaleatorios . . . . . . . . . . . . . . . 31

Capítulo 3. Generación de variables aleatorias no uniformes mediante
el principio de inversión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

Capítulo 4. Algunas funciones de distribución inversas —o aproxima-
ciones de ellas— incluidas en la aplicación ExcelTM . . . . . . 51

4.1. Distribución binomial, B(n ; n) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

4.2. Distribución beta, beta(a ; b) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

4.3. Distribución normal o gaussiana, N(k ; p2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

4.4. Distribución lognormal LN (k ; p2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

4.5. Distribución gamma, gamma (a ; b) o I (a ; b) . . . . . . . . . . . . . . . 56

4.6. Distribución Ji-cuadrado, s2 (l) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

4.7. Distribución exponencial, Exp(j) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

4.8. Distribución t de Student, t(l) o tl . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

4.9. Distribución de Snedecor-Fisher, � (l1 ; l2) . . . . . . . . . . . . . . . . . 63



Capítulo 5. Simulación de distribuciones truncadas por el método de
inversión o de la transformada inversa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

Capítulo 6. Generación de variables aleatorias no uniformes mediante
el método de rechazo —o de aceptación/rechazo— . . . . . 71

Capítulo 7. Generación de variables aleatorias no uniformes mediante
el empleo de transformaciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

Capítulo 8. Métodos específicos para la simulación de variables aleato-
rias no uniformes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

8.1. Distribución normal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

8.1.1. Método de Box-Müller, o método polar . . . . . . . . . . . 88

8.1.2. Variante de Marsaglia del método polar . . . . . . . . . . . . 89

8.1.3. Método del teorema central del límite . . . . . . . . . . . . . . 90

8.1.4. Método de Ahrens-Dieter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

8.1.5. Método de rechazo con la doble exponencial como
distribución auxiliar para el muestreo . . . . . . . . . . . . . . . 92

8.1.6. Método del cociente de uniformes . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

8.1.7. Método de aceptación/rechazo con la logística como
distribución auxiliar para el muestreo (Propuesta del
autor) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

8.2. Distribución de Cauchy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

8.3. Distribuciones gamma y Erlang, gamma (a ; b) y Erl (a ; b) . . . 104

8.3.1. Algoritmo de Cheng y Feast para a b 1 . . . . . . . . . . . . 106

8.3.2. Variante de Fishman para a b 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

8.3.3. Algoritmo de Tadikamalla para a b 3/4 . . . . . . . . . . . . 107

8.3.4. Algoritmo de Ahrens y Dieter para 0 a a m 1 . . . . . . 107

8.4. Distribución beta (a ; b) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

8.4.1. Algoritmo de Fox . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
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Introducción1
Para los objetivos de esta guía básica, simulación será sinónimo de generación
de datos artificiales en un ordenador. Entre sus objetivos podemos destacar los
siguientes (DAVISON, A.C. Cambridge Series in Statistical and Probabilistic
Mathematics. Cambridge. 2003 {12}):

a) estudiar la variabilidad que puede esperarse al muestrear en un determinado
modelo estadístico,

b) evaluar el grado de adecuación de una aproximación teórica determinada,
c) realizar análisis de sensibilidad de las conclusiones de un estudio en relación

con las hipótesis adoptadas,

d) aportar mayor luz respecto de un supuesto o intuición, sobre la base de que
es preferible una respuesta incompleta a una cuestión correctamente formula-
da, que una respuesta precisa a una cuestión incorrecta,

e) proporcionar solución numérica a un determinado problema estadístico
cuando la solución analítica o no existe o si existe es demasiado compleja,

f) proporcionar solución numérica a un determinado problema matemático
—pero de raíz no directamente estadística— cuando la solución analítica o
no existe o si existe es demasiado compleja.

g) servir de apoyo a los métodos clásicos de enseñanza de la Estadística.

La simulación es, por otra parte, una manera económica y útil de experimenta-
ción. En muchas ocasiones, el científico o el técnico se encuentran con sistemas



reales cuyo funcionamiento desea controlar o mejorar. Un método habitual para
alcanzar esos objetivos consiste en experimentar con el sistema real, si ello es posi-
ble, e intentar utilizar los resultados de la experimentación para conocer y mejorar
el funcionamiento del sistema. En muchas ocasiones, sin embargo, tal experimen-
tación es imposible o, aun siendo posible, éticamente delicada —por ejemplo en
Biología— o muy costosa, siendo conveniente disponer de algún método alterna-
tivo para ampliar el conocimiento del sistema real. Dos son las posibilidades (Fi-
gura 1.1). Construir físicamente un prototipo, versión simplificada del sistema real,
o crear un modelo lógico-matemático que describa mediante un conjunto de ecua-
ciones —especificación— las relaciones básicas entre los principales elementos del
sistema, para experimentar con ellos y no con el sistema. La simulación hace refe-
rencia en este escenario a la experimentación con el modelo, sobre todo cuando
—como suele ser general— no son suficientes los procedimientos analíticos y nu-
méricos para su estudio, ya que el modelo incluye términos de ruido o perturba-
ciones aleatorias que son esenciales en el mismo, pues sintetizan el reconocimien-
to de que el modelo es sólo una aproximación del sistema real.

Figura 1.1. Experimentación con el sistema, los modelos y los prototipos.

La Figura 1.2 muestra de forma esquemática el funcionamiento de un modelo de
un determinado sistema real. Existen unas entradas, tanto estocásticas como
deterministas, y unas salidas. El proceso de conversión de las entradas en salidas
no es una caja negra —‘‘black box’’— como sería si en ese mismo tipo de figura se
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describiese el sistema real o incluso un prototipo del mismo. Por definición, las
ecuaciones constitutivas del modelo —es decir, su especificación— son conocidas,
de modo que el proceso interno de transformación de las variables de entrada en
variables de salida es conocido y fijo una vez construido el modelo, y general-
mente establecido en forma de algoritmo.

Figura 1.2. Representación esquemática de las ecuaciones lógico-matemáticas
y relaciones que constituyen el modelo.

La simulación consiste en la observación y explotación de resultados que sigue a
un plan estructurado de aplicación extensa del modelo. El analista hace variar de
forma ordenada las entradas del modelo y obtiene como respuesta un gran núme-
ro de salidas u observaciones artificiales que analiza estadísticamente para extraer
conclusiones del propio modelo y extrapolarlas al sistema real para prever su com-
portamiento.

Los procedimientos o experimentos de simulación pueden diferir dependiendo de
si el conjunto de salidas u observaciones potenciales es discreto o continuo. Ade-
más, dichas observaciones pueden ser estáticas o dinámicas, y en este último caso
como función continua o discreta del tiempo. Por otro lado, las medidas del com-
portamiento del sistema también pueden variar enormemente según el modelo.

Con tal abanico de posibilidades no es fácil al principio realizar una taxonomía de
los procesos de simulación. Sin embargo, la mayoría de los experimentos de simu-
lación, una vez construido el modelo que simplifica el sistema real, se pueden
adaptar al siguiente esquema (RÍOS INSÚA, D., RÍOS INSÚA, S. y MARTÍN, J.
Simulación. Métodos y aplicaciones. RA-MA. 1997 {37}):

1. Obtención de observaciones básicas de una fuente de números aleatorios.

2. Transformación de las observaciones básicas en entradas al modelo, según las
especificaciones del mismo para las entradas estocásticas y deterministas.

3. Transformación de las entradas —deterministas y estocásticas— en salidas.

4. Estimación de las medidas o pautas de comportamiento del sistema mediante
el análisis estadístico de las salidas del modelo.
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1.1. Principios de la simulación de Monte Carlo

Dentro del contexto general de los procesos de simulación que acaba de ser ex-
puesto, los método calificados de ‘‘Monte Carlo’’ inciden en la última fase del es-
quema general de los experimentos de simulación, constituyendo unos métodos
de estimación bastante potentes de parámetros de interés del sistema real. Para
llevar a cabo esa estimación el método de Monte Carlo explota ampliamente la
analogía entre probabilidad y volumen. La Estadística Matemática formaliza la
noción intuitiva de probabilidad de un suceso identificándola con su volumen o
medida relativa en relación con el del universo de posibles resultados de un experi-
mento aleatorio. El método de Monte Carlo utiliza esa identificación en la direc-
ción opuesta, es decir calculando el ‘‘volumen’’ de un conjunto e interpretando
dicho volumen como una probabilidad. En el caso más simple eso significa llevar a
cabo un muestreo aleatorio del universo de resultados posibles, hacer el recuento
de los resultados que pertenecen a un determinado conjunto, calcular la fracción
de los resultados pertenecientes a dicho conjunto con respecto al número total de
resultados generados, y tomar dicha fracción como una estimación del volumen
de dicho conjunto. Dentro de unas hipótesis bastante generales, la ley de los gran-
des números nos asegura que esa estimación converge al verdadero valor del vo-
lumen del conjunto a medida que aumenta el número de resultados generados
artificialmente. Además, y de forma crucial, el teorema central del límite facilita
información sobre la magnitud del error de estimación cuando el tamaño de la
muestra generada es finito, como por otra parte simpre va a suceder.

De gran utilidad para la aplicación de la metodología Monte Carlo resulta tam-
bién la identificación de la probabilidad de un suceso con la esperanza matemática
de cierta función que pasa a ser, por mor de esa identificación, la característica de
mayor interés de una variable aleatoria o de una función de ella. Sea X una variable
aleatoria unidimensional, f(x) su función de densidad y D el soporte de dicha va-
riable, de modo que

ID
f(x) dx % 1. [1.1]

Como es bien sabido, la esperanza matemática de dicha variable aleatoria es

E[X] %ID
x f (x) dx, [1.2]
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y la esperanza matemática de la función g(X), que puede ser considerada también
como una nueva variable aleatoria obtenida por transformación de la primera,

E[g(X)] %ID
g(x) f (x) dx. [1.3]

Sea ahora S un subconjunto de D, S Ñ D. La probabilidad del suceso X à S es,
como se sabe,

Pr (X à S) %IS
f (x) dx, [1.4]

donde la integral está extendida al conjunto de valores contenidos en S.

Considérese la función indicadora de pertenencia a un determinado conjunto S,
definida en la forma:

�S(x) % � [x à S] % E
1 si x à S
0 si x â S (ó x à S1).

[1.5]

Nótese que con ayuda de esta función indicadora la probabilidad Pr (X à S) puede
también expresarse en la forma

Pr (X à S) %ID
�S(x) f (x) dx, [1.6]

pues por mero desarrollo de la misma, considerando que S é S1 % D, se obtiene

ID
�S(x)f(x) dx %IS

1 · f(x) dx !IS1

0 · f(x) dx %IS
f(x) dx, [1.7]

que concuerda con [1.4] como se quería demostrar.
De modo que tanto [1.4] como [1.6] son expresiones válidas y alternativas de
Pr (X à S), pero [1.6] es un caso particular de [1.3], es decir es una esperanza
matemática, concretamente de la función �S(x), por lo que se llega a la importante
conclusión,

Pr (X à S) % E[�S(x)], [1.8]

que identifica la probabilidad de que X pertenezca a S con la esperanza matemáti-
ca de la función indicadora de pertenencia de X a S. Esta expresión es clave en la
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aplicación de la metodología Monte Carlo para la estimación de probabilidades.
Nótese que aunque los desarrollos precedentes se han hecho para el caso de que X
sea una variable aleatoria continua, los mismos son inmediatamente generalizables
al caso de que X sea discreta sin más que sustituir las integrales por sumas, hacien-
do que f (x) pase a ser la función de probabilidad de X en lugar de su función de
densidad.

Nótese también que las expresiones anteriores son fácilmente generalizables al ca-
so de que X sea una variable aleatoria multidimensional —en ese caso se represen-
taría por X—. En efecto, las integrales simples serían ahora múltiples y la función
indicadora, ahora representada por �S(x), sería multivariable. No se enuncian las
expresiones resultantes por brevedad y por resultar obvias a nuestro juicio.

Estas ideas simples tienen una aplicación inmediata en el campo científico. Supón-
gase que se desea calcular la integral

a %I
1

0
g(x) dx, [1.9]

siendo g(x) una función de la que se va a suponer que no tiene primitiva expresa-
ble analíticamente, lo que hace que a no sea calculable por métodos analíticos
—en particular por la regla de Barrow—. El camino tradicional seguido en tales
casos es el de utilizar algún método de integración numérica para calcular a con
una precisión prefijada. Muchos son los métodos competidores, pudiéndose men-
cionar entre otros la aproximación de Riemann, la regla del trapecio o de Simp-
son, el procedimiento de Newton-Cotes, el método de Romberg, etc. Se trata en
todos los casos de métodos deterministas aplicados a un problema de enunciado
puramente determinista como es [1.9].

Sin embargo, a pesar de que el sistema real es determinista y de que los mejores
procedimientos de resolución de [1.9] son también en este caso los del análisis
numérico —de base determinista—, es posible construir un modelo de simula-
ción de base estocástica que permita estimar a mediante la metodología Monte
Carlo.

Considérese al efecto la variable aleatoria auxiliar X z U V Unif (0 ; 1) distribuida
uniformemente en el intervalo [0 ; 1]. La función de densidad en dicho caso es:

f (x) % E
0 ; x m 0,
1 ; 0 a x m 1,
0 ; 1 a x.

[1.10]
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Eso hace que se pueda interpretar [1.9], es decir la integral a calcular, como la
esperanza matemática de g(X), siendo X una variable aleatoria uniforme en el
intervalo [0 ; 1]:

a % E[g(X)], [1.11]

X V Unif (0 ; 1). [1.12]

La Figura 1.3 muestra el modelo de simulación sugerido para estimar el paráme-
tro del sistema real a mediante la metodología Monte Carlo.

Figura 1.3. Modelo de simulación sugerido para calcular [1.9].

Se generaría un número m elevado de extracciones aleatorias e independientes de
la distribución Unif (0 ; 1) —en el siguiente epígrafe se verá cómo hacerlo—, de-
signadas por x1, x2, ..., xm, se evaluaría la función g(x) para cada uno de esos valo-
res y se obtendría la estimación Monte Carlo de a mediante:

a4 m %
1
m

m

;
i%1

g(xi). [1.13]

Nótese que si g( · ) es integrable en [0 ; 1], entonces por la ley fuerte de los gran-
des números se obtiene el importante resultado de que a4 m tiende a a con probabi-
lidad 1 cuando m tiende a ä.

Si además el cuadrado de g(x) es integrable en [0 ; 1] y se define,

p2
g % var [g(X)] %I

1

0
[g(x) . a]2 dx, [1.14]

entonces el error de estimación a4 m . a se distribuye, por el teorema central del
límite, aproximadamente normal con media cero y varianza p 2

g /m, mejorando
la aproximación a medida que aumenta m.
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Las dos propiedades referidas pueden expresarse formalmente así:

lím
mrä

a4 m % a, con probabilidad 1, [1.15]

∂m (a4 m . a) � N(0 ; p 2
g ) en distribución. [1.16]

En particular, este último resultado muestra que el término de error, a4 m . a, tiene
un error típico —desviación típica de a4 m . a— igual a pg /ïm que va haciéndose
más y más pequeño a medida que aumenta m. Así pues, la velocidad de conver-
gencia de a4 m hacia a está gobernada por la potencia m.1/2, que es característica
del método de Monte Carlo y que es independiente de la dimensión de la variable
aleatoria X —sería la misma velocidad si el problema planteado fuera el cálculo de
una integral triple, por ejemplo—. Esto mismo también se expresa diciendo que la
aproximación es de orden m.1/2, O(m.1/2).

Nótese que eso significa que si se desea aumentar al doble la precisión en la esti-
mación de a, será necesario multiplicar por cuatro el número de puntos muestrea-
dos —o lo que es igual, el número de variables aleatorias uniformes generadas—.
Aún más, si se desea ampliar en un dígito significativo la precisión del resultado
habrá que multiplicar por 100 el número de puntos muestreados.

Esas modestas prestaciones en lo que se refiere a velocidad de convergencia son
características de la metodología Monte Carlo. De hecho cualquier método de
integración numérica de los mencionados anteriormente supera con creces en efi-
cacia al método de Monte Carlo como procedimiento de integración para la reso-
lución del problema propuesto, que es unidimensional. Sin embargo las cosas
cambian si aumenta la dimensión de la integral, pues el método de Monte Carlo
no ve afectada su velocidad de convergencia, mientras que en los métodos numé-
ricos se ve perjudicada drásticamente. Y en los modelos de simulación habituales
la dimensión de la integral puede ser importante. Además, la metodología Monte
Carlo tiene una raíz estocástica tan evidente que la hace preferible en los modelos
con componente estocástico, aunque en muchos casos también podría aplicarse
en los métodos de integración numéricos deterministas.

De vuelta a los resultados [1.15] y [1.16], especialmente a este último, nótese que
no pueden ser aplicados directamente para la construcción de intervalos de con-
fianza para a, porque pg no es conocida ‘‘a priori’’ —véase por [1.14] que su cál-
culo precisa de a, que es precisamente la cantidad a estimar por ser desconocida—.
Este inconveniente se soslaya en parte al calcular
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sg %J
1

m . 1

m

;
i%1

[g(xi) . a4 m]2, [1.17]

para lo que sólo es necesario utilizar resultados del modelo de simulación. Con
ayuda de sg se puede establecer un intervalo de confianza de nivel 100(1 . d)%
para a. Dicho intervalo, que tiene el carácter de aproximado, es a4 m u zd/2 sg /∂m,
pues al ser m un número elevado en las aplicaciones de los modelos de simulación
está justificado utilizar el cuantil zd/2 de la N(0 ; 1). Se puede así poner,

Pr Aa4 m . zd/2
sg

∂m
m a m a4 m ! zd/2

sg
∂mB^ 1 . d , [1.18]

de modo que la estimación puntual a4 m de la cantidad a queda enriquecida al ser
acompañada de acotaciones del tipo [1.18], o al menos del error típico sg/∂m,
que informan del grado de precisión de la estimación a4 m.

Todos los resultados que se acaban de exponer provienen de la discusión y resolu-
ción de la integral [1.9] pero son mucho más generales de lo que pudiera supo-
nerse por estar ligados a un enunciado tan específico. Y ello a pesar de que el
enunciado estaba preparado para que los límites de la integral coincidieran con los
de la distribución uniforme auxiliar, de modo que dicha integral pudiera ser direc-
tamente identificada con una esperanza matemática.

No obstante, el hecho de que los límites de la integral sean diferentes no supone
un problema serio. Si se desea calcular la integral

a % I
b

a
h(y) dy, [1.19]

se puede utilizar el cambio de variable y % a ! (b . a)x, con dy % (b . a) dx, y
disponer la integral [1.19] en la forma,

a % (b . a) I
1

0
h[a ! (b . a)x] dx % I

1

0
g(x) dx, [1.20]

con g(x) % (b . a)h[a ! (b . a)x]. Esta integral coincide con [1.9], lo que hace
aplicable inmediamente la metodología de Monte Carlo para su resolución. Incluso

Introducción 21



si alguno de los límites no es finito existe una transformación adecuada para utili-
zar los resultados anteriores. Sea por ejemplo la integral

a %I
ä

0
t(y) dy, [1.21]

y considérese el cambio de variable y%1/(1!x), para el que dy % [.1/(1!x)2] dx.
Ahora se puede poner

a %I
1

0
tA

1
1 ! xB

dx
(1 ! x)2 %I

1

0
g(x) dx, [1.22]

con g(x) % t[1/(1 ! x)]/(1 ! x)2 y aplicar los resultados precedentes.

Otro cambio de variable que produce resultados análogos es y % .ln (1 . x), con
dy % dx/(1 . x). Aplicando esta transformación a [1.21] se llega a [1.9], siendo
en este caso g(x) % t[. ln (1 . x)]/(1 . x).

Cuando la integral es del tipo

a % I
ä

a
t( y) dy, [1.23]

el cambio apropiado es y % a . ln (1 . x), con dy % dx/(1 . x). La integral
[1.23] se transforma de nuevo en [1.9], con g(x) % t[a . ln (1 . x)]/(1 . x).

Las integrales cuyo límite inferior es .ä y el límite superior b, como

a % I
b

.ä
m(y) dy, [1.24]

se transforman fácilmente en integrales del tipo [1.9] mediante el cambio de varia-
ble y % b ! ln (x) con dy % dx/x. Es claro que en tal caso la función g(x) de [1.9]
sería g(x) % m[b ! ln (x)]/x.

Por último, las integrales del tipo

a %I
ä

.ä
n(y) dy [1.25]

se pueden transformar en integrales del tipo [1.9] mediante el cambio de variable
y % ln (x) . ln (1 . x) % ln [x/(1 . x)]. Para este cambio de variable se verifica
que dy % dx/[x(1 . x)] % dx/(x . x2) y g(x) % n[ln [x/(1 . x)]]/(x . x2).
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Como ha podido comprobarse, la mayor parte de las integrales definidas simples
pueden resolverse mediante simulación de Monte Carlo a partir de extracciones
de la variable aleatoria uniforme Unif (0 ; 1). La situación es bastante más comple-
ja si se trata de una integral múltiple con dimensión d b 1, pues el cambio de va-
riables que transforma el recinto S en que se extiende la integral

a %I IñIS
g(x1, x2, ..., xd) dx1 dx2 ñ dxd, [1.26]

en el hipercubo [0 ; 1]d, puede ser muy complejo o no existir. En realidad dicho
cambio de variables no es necesario si se dispone de algún procedimiento para ge-
nerar extracciones uniformemente distribuidas en el subconjunto S del soporte D,
S Ñ D. Esa tarea puede ser tan compleja como la de encontrar el cambio de varia-
bles que transforme S en [0 ; 1]d y que permita simplificar el proceso de extracción
de las variables aleatorias uniformes pues todas ellas pasan a ser Unif d [0 ; 1], es
decir uniformes multivariantes de dimensión d.

No se piense sin embargo que la metodología Monte Carlo exige ineludiblemente
la generación de variables aleatorias uniformes. Eso ha sido así en el ejemplo intro-
ductorio de cálculo de la integral [1.9]. Pero ni la metodología Monte Carlo se
aplica exclusivamente al cálculo de integrales, ni el cálculo de éstas tiene por que
ser conducido siempre de la manera en que ha sido expuesto.

En muchas ocasiones los modelos de simulación (véase la Figura 1.2) contienen
entradas estocásticas que son variables aleatorias con distribución de probabilidad
cualquiera: normal o gaussiana, exponencial, logística, etc. En estas circunstancias
es necesario disponer de algoritmos para generar tales tipos de distribuciones. Cu-
riosamente tales algoritmos utilizan como materia prima extracciones de variables
aleatorias uniformes para transformarlas a continuación en extracciones de las dis-
tribuciones deseadas, como si inevitablemente siempre hubiera que recurrir a la
distribución uniforme —lo cual es cierto, por otra parte—.

En otras ocasiones, aunque un determinado problema pueda resolverse haciendo
uso exclusivo de la distribución uniforme, como por ejemplo las integrales [1.9] y
[1.26], puede ser interesante muestrear de una distribución auxiliar h(x) diferente
de la uniforme con el objeto de mejorar la precisión de la estimación de Monte
Carlo para un tamaño muestral dado. Esta es la idea del llamado muestreo por im-
portancia, que busca disminuir la varianza del error de la estimación Monte Carlo
concentrando el muestreo en zonas de «importancia» en relación con la estima-
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ción. Para fijar ideas se comentará a continuación la aplicación del muestreo por
importancia al cálculo de integrales.

Supóngase que se quiere estimar como antes la integral [1.9]. Si la función g(x)
difiere mucho de la función de densidad de la distribución uniforme —en forma,
no en altura o valor— entonces var [g(x)] dado por [1.14] toma un valor elevado,
incidiendo negativamente en la precisión de la estimación a4 m. La Figura 1.4 es útil
para entender que el hecho de que el muestreo se lleve a cabo en la distribución
uniforme tiene una relación directa en la varianza de g(x) y por tanto en la preci-
sión de la estimación. Se ha elegido una función g(x) particular marcadamente de-
creciente en el intervalo (0 ; 1). Nótese que a representa a la vez el área bajo la
curva g(x) en el intervalo (0 ; 1) y el valor medio de g(x) en dicho intervalo por ser
de ancho unidad.

Figura 1.4. Representación conjunta de la función g(x ) y de la distribución
uniforme, f (x )%1, 0m xm1, que intervienen en la integral [1.9].

Esta última es la razón por la que a aparezca representado en la Figura 1.4 como
una ordenada que, aunque desconocida por hipótesis, existe, y su inclusión es útil
porque facilita la exposición. Es evidente que la mayor parte del área que represen-
ta a se encuentra en la parte más a la izquierda del intervalo (0 ; 1), donde las orde-
nadas de g(x) son altas, mientras que una parte pequeña de dicha área se encuen-
tra en la zona de la derecha del intervalo (0 ; 1) por la razón contraria. Eso
significa que cuando una extracción aleatoria de la Unif (0 ; 1) ha ocurrido en una
parte de la izquierda del intervalo (0 ; 1) la contribución de dicha extracción al
área estimada a4 m, medida por g(xi)/m según [1.13], tiende a sobrevalorar la con-
tribución media, y que la contribución de dicha extracción a s 2

g —véase [1.17]—
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tiende a ser muy alta. De forma parecida, cuando una extracción aleatoria de la
Unif (0 ; 1) tiene lugar en la parte derecha del intervalo (0 ; 1), la contribución de
dicha extracción al área estimada a4 m tiende a infravalorar la contribución media
pero a aumentar el valor de s 2

g .

Si el muestreo se hubiera concentrado en los aledaños de x0 (véase la Figura 1.4)
las cosas hubieran ido mejor, pues al ser próximos a a los valores g(xi) corres-
pondientes a las extracciones realizadas, sus contribuciones individuales a a4 m ha-
brían estado cerca de la media, a4 m/m, y la contribución de g(xi) a s 2

g habría sido
pequeña. Sin embargo tal tipo de muestreo privilegiado, o muestreo por importan-
cia no puede darse utilizando la distribución uniforme, que tenderá a repartir uni-
formemente, como es lógico, el conjunto de todas las extracciones en el intervalo
(0 ; 1). Pero existe, afortunadamente, una manera indirecta de llevar a cabo ese
muestreo por importancia, que consiste en ponderar de manera diferente las con-
tribuciones de g(xi) en a4 m y en s 2

g . Esa ponderación distinta de la cuota uniforme
1/m se puede llevar a cabo utilizando otra métrica de probabilidad en [1.9] dife-
rente de la uniforme. El cambio de métrica no es especialmente difícil como se
verá a continuación.

El desarrollo siguiente se realiza partiendo de la expresión [1.3] que permite ha-
cerlo más general prácticamente sin esfuerzo adicional. Únicamente se necesita
aclarar que la esperanza matemática es un operador que utiliza una determinada
métrica de probabilidad, la de la distribución cuya función de densidad interviene
en el cálculo de dicha esperanza. En la expresión [1.3] la métrica viene inducida
por f(x) y tal vez hubiera sido más adecuado expresar dicha integral en la forma

a % Ef[g(X)] % ID
g(x)f(x) dx. [1.27]

Si no se hizo así —y en general no se hace así—, es porque el contexto suele dejar
perfectamente clara la métrica que se utiliza en el cálculo de la esperanza matemá-
tica por lo que resulta en general innecesario reflejarla en el operador esperanza,
como se ha hecho en [1.27] disponiendo como subíndice del operador el símbolo
de la función de densidad con la que se integra.

Como el método del muestreo por importancia utiliza diferentes métricas para el
cálculo de esperanzas matemáticas, conviene utilizar el criterio de nomenclatura
expresado en [1.27] por ser más informativo.

Introducción 25



Sea ahora h(x) una función de densidad auxiliar, cuyo soporte se va a designar por
H, de modo que D Ñ H, es decir que el soporte D de f(x) queda incluido en H
o, lo que es igual, que f(x) b 0 implica que h(x) b 0 para todo x. Esta exigencia
también implica que h(x) b 0 para x à D, de modo que la siguiente transforma-
ción en [1.27] es válida:

a % Ef[g(X)] % ID C
g(x) f (x)

h(x) D h(x) dx. [1.28]

En esta última integral h(x) ha sustituido a f(x) como métrica de probabilidad, y si
no fuera porque la integral está extendida al conjunto D, diferente de H que es el
soporte de h(x), parecería que representa la esperanza matemática de la función
que integra el corchete bajo la métrica h(x). La esperanza matemática aludida en
esta última frase es en realidad

EhC
g(x)f(x)

h(x) D% IH C
g(x) f (x)

h(x) Dh(x) dx, [1.29]

extendida al conjunto H, soporte de h(x). El hecho de que los conjuntos D y H
puedan ser diferentes —recuérdese que D Ñ H— hace pensar que las integrales de
las expresiones [1.28] y [1.29] tienen un valor diferente. Esa primera impresión es
sin embargo apresurada. En efecto, al partir H en la unión de conjuntos disjuntos
H % D é (H . D) % D é (H ç D1 ), la integral [1.29] puede descomponerse en la
suma

IH C
g(x) f (x)

h(x) Dh(x)dx %IDC
g(x) f (x)

h(x) Dh(x)dx !IHçD1 C
g(x) f (x)

h(x) Dh(x)dx, [1.30]

y si se observa que por ser D el soporte de f(x) debe ser necesariamente f(x) % 0
para x à D1 y por tanto para x à H ç D1 , se concluye que la última integral de este
desarrollo es nula, por lo que se obtiene:

a % Ef[g(X)] % IDC
g(x) f (x)

h(x) Dh(x) dx % EhC
g(x) f (x)

h(x) D. [1.31]

Este resultado es la clave del procedimiento de reducción de varianza denominado
muestreo por importancia. Establece que la integral a es a la vez la esperanza ma-
temática de g(X) calculada con la métrica f (x) y la esperanza matemática de
g(X)f (X)/h(X) calculada con la métrica h(x).
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Si se designan por xf1, xf2, ..., xfm ciertas extracciones aleatorias e independientes
de la distribución f(x), y por xh1, xh2, ..., xhm ciertas extracciones aleatorias e inde-
pendientes de la distribución h(x), se pueden construir dos estimaciones diferen-
tes de a, que van a ser designadas por a4 f, m y a4 h, m :

a4 f, m %
1
m

m

;
i%1

g(xf i), [1.32]

a4 h, m %
1
m

m

;
i%1 C

f (xhi)
h(xhi)D g(xhi). [1.33]

Estas dos estimaciones de Monte Carlo son realizaciones de estimadores centra-
dos en a por [1.31], pero la varianza del error de estimación puede ser muy dife-
rente en uno y otro caso. Una elección adecuada de la distribución auxiliar h(x)
puede hacer que la varianza del error de estimación a4 h, m . a sea sensiblemente
inferior a la varianza del error de estimación a4 f, m . a. Para ello es conveniente que
la densidad h(x) sea próxima al producto de g(x) f (x) por una constante de pro-
porcionalidad —que no es necesario determinar—. En tal caso los términos del
sumatorio [1.33] serán próximos a esa constante de proporcionalidad aludida y
como consecuencia la varianza de f(x)g(x)/h(x) será pequeña. Nótese que en el
caso particular de que h(x) ã f (x)g(x) todos los términos de [1.33] serían cons-
tantes y la varianza nula. Sin embargo en este caso la constante de proporcionali-
dad que al ser aplicada al producto f(x)g(x) la hace coincidir con h(x) es 1/a, el
inverso de la integral a calcular, de modo que esa elección tan precisa de h(x)
—cuando es posible— es equivalente al cálculo de la integral solicitada y no es
necesario continuar con ningún tipo de muestreo. Ni que decir tiene que una
elección desafortunada de h(x) puede conducir a un resultado distinto del desea-
do: que la varianza de a4 h, m . a sea superior a la de a4 f, m . a.

En el caso particular de que f(x) sea la función de densidad de la distribución uni-
forme Unif (0 ; 1), la integral [1.27] coincide con [1.9] pues f (x) % 1 para
0 a x m 1 y f(x) % 0 para x fuera del intervalo (0 ; 1]. En ese caso las extracciones
xfi de la expresión [1.32] son uniformes Unif (0 ; 1). Nótese que la expresión
[1.33] en tal caso no puede simplificarse sustituyendo f(xhi) por la unidad, pues
esto sucede sólo en el caso de que 0 a xhi m 1, pero como el soporte H de h(x)
puede contener valores de xhi fuera del intervalo (0 ; 1], en tales casos será
f(xhi) % 0, por lo que f(xhi) debe permanecer como tal en [1.33] a pesar de que
f(x) sea la distribución uniforme. Sólo cuando el soporte H de h(x) coincida con
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el intervalo (0 ; 1] será posible simplificar la expresión [1.33] utilizando el hecho
de que en tal caso es f(xhi) % 1.

Al comparar las expresiones [1.32] y [1.33] se observa que el muestreo por im-
portancia es equivalente a calcular a4 h, m ponderando los valores g(xhi) con los pe-
sos f(xhi)/mh(xhi). Algunos de estos pesos pueden ser cero —cuando xhi à D1 — y
otros en cambio relativamente elevados, siendo en tal caso xhi extracciones impor-
tantes por su contribución al cálculo de a. Nótese que a pesar de la apariencia de
[1.33], a4 h, m no será en general una media ponderada de los valores g(xhi), y ello
porque los pesos de las diferentes observaciones g(xhi) no tienen por qué sumar la
unidad.

Un caso de gran importancia es el de la integral [1.6] que identifica la probabili-
dad de un suceso con la esperanza matemática de la función indicadora de dicho
suceso. Comparando [1.6] y [1.27] se deduce que en este caso es g(x) % �s(x), de
modo que la elección ideal de h(x), que coincide con el producto g(x)f(x) dividi-
do por el valor de la integral, resulta ser

h(x)ideal %
g(x)f (x)

a
%

�s(x)f (x)
Pr (X à S)

% f (x � S), [1.34]

es decir la función de densidad de X condicionada por el suceso X à S. Una elec-
ción de h(x) lo más próxima que se pueda a f(x � S) provocará una disminución
notable de la varianza del error de estimación.

El muestreo por importancia pone de manifiesto que en muchos casos será conve-
niente muestrear de distribuciones h(x) cualesquiera y no sólo de la distribución
uniforme. No obstante, el muestreo de la distribución uniforme es muy importan-
te la en simulación de Monte Carlo, tanto porque es la base de la resolución de
algunos problemas típicos de la metodología Monte Carlo —como la integración
y la optimización de funciones— como por ser un paso previo para la generación
de otro tipo de variables aleatorias, en tanto que los algoritmos ideados para llevar
a cabo esa generación se apoyan siempre en la extracción de variables aleatorias
uniformemente distribuidas.

La importancia que tiene el muestreo de la distribución uniforme en la simulación
estadística hace aconsejable que se le dedique un epígrafe, aunque el estudio del
mismo se puede omitir sin pérdida importante de continuidad. Si así se hace, se
puede pasar directamente al capítulo 3 dando por hecho que los ordenadores son
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capaces de generar secuencias de números aleatorios —en realidad pseudoalea-
torios— del tipo U1, U2, ..., Ui, que se comportan como extracciones indepen-
dientes de la distribución uniforme Unif (0 ; 1). En ExcelTM, por ejemplo, cada
vez que se ejecuta la función ALEATORIO( ) la máquina devuelve un número
aproximadamente aleatorio de la secuencia referida.
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La intención de este libro es hacer que la auditoría sea algo positivo, plantear un enfoque participativo 
sobre el terreno, ayudar a controlar las emociones que suscita, etc.

Esta nueva obra de Genieviève Krebs es una recopilación real de situaciones vividas a lo largo de las 
auditorías donde la autora comparte su experiencia respondiendo a las preguntas planteadas con mayor 
frecuencia tanto por los auditores como por los auditados:

• ¿Cómo puedo ser innovador durante la auditoría?

•

• ¿Cómo reacciono cuando no se alcanza el consenso en la reunión de cierre?

• ¿Cómo hago una auditoría cuando apenas conozco la actividad en cuestión?

• ¿Cómo reacciono ante la falta de implicación de la dirección?

•

•

•

•

• Tengo miedo de que se audite al estudiante en prácticas y nos ponga en un aprieto. ¿Qué debo hacer?

• No me caen bien los auditores que vienen de la central, de la sede principal. ¿Qué puedo hacer?

Comprendiendo lo que ellos mismos sienten, tanto los auditores como los auditados podrán contro-
lar mejor las exigencias de su misión.
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