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Introduccion

Para los objetivos de esta guia basica, simulacion serd sinbnimo de generacion
de datos artificiales en un ordenador. Entre sus objetivos podemos destacar los
siguientes (DAVISON, A.C. Cambridge Series in Statistical and Probabilistic
Mathematics. Cambridge. 2003 {12}):

a)

b)
<)

d)

g)

estudiar la variabilidad que puede esperarse al muestrear en un determinado
modelo estadistico,

evaluar el grado de adecuaciéon de una aproximacion tedrica determinada,
realizar anilisis de sensibilidad de las conclusiones de un estudio en relacion
con las hipétesis adoptadas,

aportar mayor luz respecto de un supuesto o intuicioén, sobre la base de que
es preferible una respuesta incompleta a una cuestion correctamente formula-
da, que una respuesta precisa a una cuestion incorrecta,

proporcionar solucién numérica a un determinado problema estadistico
cuando la solucién analitica o no existe o si existe es demasiado compleja,

proporcionar soluciéon numérica a un determinado problema matematico
—pero de raiz no directamente estadistica— cuando la solucién analitica o
no existe o si existe es demasiado compleja.

servir de apoyo a los métodos clasicos de ensenanza de la Estadistica.

La simulacién es, por otra parte, una manera econdémica y atil de experimenta-

ciéon. En muchas ocasiones, el cientifico o el técnico se encuentran con sistemas
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reales cuyo funcionamiento desea controlar o mejorar. Un método habitual para
alcanzar esos objetivos consiste en experimentar con el sistema real, si ello es posi-
ble, e intentar utilizar los resultados de la experimentacion para conocer y mejorar
el funcionamiento del sistema. En muchas ocasiones, sin embargo, tal experimen-
tacion es imposible o, aun siendo posible, éticamente delicada —por ejemplo en
Biologia— o muy costosa, siendo conveniente disponer de algin método alterna-
tivo para ampliar el conocimiento del sistema real. Dos son las posibilidades (Fi-
gura 1.1). Construir fisicamente un prototipo, version simplificada del sistema real,
o crear un modelo l6gico-matematico que describa mediante un conjunto de ecua-
ciones —especificacion— las relaciones basicas entre los principales elementos del
sistema, para experimentar con ellos y no con el sistema. La simulacién hace refe-
rencia en este escenario a la experimentaciéon con el modelo, sobre todo cuando
—como suele ser general— no son suficientes los procedimientos analiticos y nu-
méricos para su estudio, ya que el modelo incluye términos de r#ido o perturba-
ciones aleatorias que son esenciales en el mismo, pues sintetizan el reconocimien-
to de que el modelo es s6lo una aproximacion del sistema real.

SISTEMA

MODELO < REAL > PROTOTIPO

(especificacion — (realizacién
matemdtica fisica

simplificada) simplificada)
A 14 A Y

SIMULACION REALIZACION

ESTADISTICA DE PRUEBAS

EXPERIMENTACION

U OBSERVACION

Figura 1.1. Experimentacion con el sistema, los modelos y los prototipos.

La Figura 1.2 muestra de forma esquematica el funcionamiento de un modelo de
un determinado sistema real. Existen unas entradas, tanto estocisticas como
deterministas, y unas salidas. El proceso de conversion de las entradas en salidas
no es una caja negra —‘‘black box”’— como seria si en ese mismo tipo de figura se
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describiese el sistema real o incluso un prototipo del mismo. Por definicion, las
ecuaciones constitutivas del modelo —es decir, su especificacion— son conocidas,
de modo que el proceso interno de transformacion de las variables de entrada en
variables de salida es conocido y fijo una vez construido el modelo, y general-
mente establecido en forma de algoritmo.

Entradas estocdsticas l

Entradas deterministas Salidas
> MODELO

\/

Figura 1.2. Representacién esquemdtica de las ecuaciones légico-matematicas
y relaciones que constituyen el modelo.

La simulacion consiste en la observacion y explotacion de resultados que sigue a
un plan estructurado de aplicaciéon extensa del modelo. El analista hace variar de
forma ordenada las entradas del modelo y obtiene como respuesta un gran niime-
ro de salidas u observaciones artificiales que analiza estadisticamente para extraer
conclusiones del propio modelo y extrapolarlas al sistema real para prever su com-
portamiento.

Los procedimientos o experimentos de simulaciéon pueden diferir dependiendo de
si el conjunto de salidas u observaciones potenciales es discreto o continuo. Ade-
mas, dichas observaciones pueden ser estiticas o dindmicas, y en este Gltimo caso
como funcién continua o discreta del tiempo. Por otro lado, las medidas del com-
portamiento del sistema también pueden variar enormemente segtin el modelo.

Con tal abanico de posibilidades no es facil al principio realizar una taxonomia de
los procesos de simulacién. Sin embargo, la mayoria de los experimentos de simu-
lacién, una vez construido el modelo que simplifica el sistema real, se pueden
adaptar al siguiente esquema (RIOS INSUA, D., RIOS INSUA, S. y MARTIN, J.
Simulacion. Métodos y aplicaciones. RA-MA. 1997 {37}):

1. Obtencién de observaciones basicas de una fuente de nimeros aleatorios.

2. Transformacién de las observaciones bésicas en entradas al modelo, segan las
especificaciones del mismo para las entradas estocasticas y deterministas.

3. Transformacion de las entradas —deterministas y estocasticas— en salidas.

4. Estimacion de las medidas o pautas de comportamiento del sistema mediante
el andlisis estadistico de las salidas del modelo.
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1.1. Principios de la simulacién de Monte Carlo

Dentro del contexto general de los procesos de simulaciéon que acaba de ser ex-
puesto, los método calificados de “Monte Carlo” inciden en la @ltima fase del es-
quema general de los experimentos de simulacién, constituyendo unos métodos
de estimacién bastante potentes de parametros de interés del sistema real. Para
llevar a cabo esa estimacion el método de Monte Carlo explota ampliamente la
analogia entre probabilidad y volumen. La Estadistica Matematica formaliza la
nocion intuitiva de probabilidad de un suceso identificindola con su volumen o
medida relativa en relacion con el del universo de posibles resultados de un experi-
mento aleatorio. El método de Monte Carlo utiliza esa identificacion en la direc-
cién opuesta, es decir calculando el ““volumen” de un conjunto e interpretando
dicho volumen como una probabilidad. En el caso mas simple eso significa llevar a
cabo un muestreo aleatorio del universo de resultados posibles, hacer el recuento
de los resultados que pertenecen a un determinado conjunto, calcular la fraccion
de los resultados pertenecientes a dicho conjunto con respecto al namero total de
resultados generados, y tomar dicha fraccibn como una estimacion del volumen
de dicho conjunto. Dentro de unas hipétesis bastante generales, la ley de los gran-
des nuymeros nos asegura que esa estimacion converge al verdadero valor del vo-
lumen del conjunto a medida que aumenta el namero de resultados generados
artificialmente. Ademas, y de forma crucial, el teorema central del limite facilita
informacion sobre la magnitud del error de estimaciéon cuando el tamanio de la
muestra generada es finito, como por otra parte simpre va a suceder.

De gran utilidad para la aplicaciéon de la metodologia Monte Carlo resulta tam-
bién la identificacién de la probabilidad de un suceso con la esperanza matematica
de cierta funcién que pasa a ser, por mor de esa identificacion, la caracteristica de
mayor interés de una variable aleatoria o de una funcién de ella. Sea X una variable
aleatoria unidimensional, f(x) su funcién de densidad y D el soporte de dicha va-
riable, de modo que

J f(x)dx = 1. [1.1]

Como es bien sabido, la esperanza matematica de dicha variable aleatoria es

E[X] = J xf(x) dx, [1.2]
D
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y la esperanza matematica de la funcién g( X), que puede ser considerada también
como una nueva variable aleatoria obtenida por transformacién de la primera,

E[g(X)] = f g(x) f(x) dx. [1.3]

Sea ahora § un subconjunto de D, § = D. La probabilidad del suceso X € § es,
como se sabe,

Pr(Xe$) = J f(x) dx, [1.4]

N

donde la integral estd extendida al conjunto de valores contenidos en S.

Considérese la funcion indicadora de pertenencia a un determinado conjunto S,
definida en la forma:

1l si xS
[ =1 S]= - 1.5
sx) =llxes] {Osix¢8(6x6$. [1.5]
Notese que con ayuda de esta funcion indicadora la probabilidad Pr (X € §) puede
también expresarse en la forma

Pr(Xel) = J‘ (%) f(x) dx, [1.6]

D

pues por mero desarrollo de la misma, considerando que SuU S = D, se obtiene

JHMW@Mleﬂ@m+f0ﬂ@m=fﬂmm) [1.7]
D N N

N

que concuerda con [1.4] como se queria demostrar.

De modo que tanto [1.4] como [1.6] son expresiones validas y alternativas de
Pr(X e §), pero [1.6] es un caso particular de [1.3], es decir es una esperanza
matematica, concretamente de la funcién [¢(x), por lo que se llega a la importante
conclusioén,

Pr(XeS) = E[I4¥)], [1.8]

que identifica la probabilidad de que X pertenezca a S con la esperanza matemati-
ca de la funcion indicadora de pertenencia de X a §. Esta expresion es clave en la
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aplicacion de la metodologia Monte Carlo para la estimaciéon de probabilidades.
Noétese que aunque los desarrollos precedentes se han hecho para el caso de que X
sea una variable aleatoria continua, los mismos son inmediatamente generalizables
al caso de que X sea discreta sin mas que sustituir las integrales por sumas, hacien-
do que f(x) pase a ser la funcién de probabilidad de X en lugar de su funcién de
densidad.

Notese también que las expresiones anteriores son facilmente generalizables al ca-
so de que X sea una variable aleatoria multidimensional —en ese caso se represen-
taria por X—. En efecto, las integrales simples serian ahora multiples y la funciéon
indicadora, ahora representada por [¢(x), seria multivariable. No se enuncian las
expresiones resultantes por brevedad y por resultar obvias a nuestro juicio.

Estas ideas simples tienen una aplicaciéon inmediata en el campo cientifico. Supon-
gase que se desea calcular la integral

o= J g(x) dx, [1.9]

0

siendo g(x) una funcién de la que se va a suponer que no tiene primitiva expresa-
ble analiticamente, lo que hace que a no sea calculable por métodos analiticos
—en particular por la regla de Barrow—. El camino tradicional seguido en tales
casos es el de utilizar algin método de integracibn numérica para calcular o con
una precision prefijada. Muchos son los métodos competidores, pudiéndose men-
cionar entre otros la aproximaciéon de Riemann, la regla del trapecio o de Simp-
son, el procedimiento de Newton-Cotes, el método de Romberg, etc. Se trata en
todos los casos de métodos deterministas aplicados a un problema de enunciado
puramente determinista como es [1.9].

Sin embargo, a pesar de que el sistema real es determinista y de que los mejores
procedimientos de resoluciéon de [1.9] son también en este caso los del analisis
numérico —de base determinista—, es posible construir un modelo de simula-
cion de base estocastica que permita estimar oo mediante la metodologia Monte
Carlo.

Considérese al efecto la variable aleatoria auxiliar X = U ~ Unif(0;1) distribuida
uniformemente en el intervalo [0;1]. La funcién de densidad en dicho caso es:

0 ; x<0,
fx) =<1 ; 0<x<l, [1.10]
0 ; lI<x
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Eso hace que se pueda interpretar [1.9], es decir la integral a calcular, como la
esperanza matematica de g(X), siendo X una variable aleatoria uniforme en el
intervalo [0;1]:

o = E[g(X)], [1.11]
X ~ Unif(0;1). [1.12]

La Figura 1.3 muestra el modelo de simulacién sugerido para estimar el parame-
tro del sistema real o mediante la metodologia Monte Carlo.

N
™| DE SIMULACION 9(X)

Figura 1.3. Modelo de simulacién sugerido para calcular [1.9].

Se generaria un namero m elevado de extracciones aleatorias ¢ independientes de
la distribucién Unif (0;1) —en el siguiente epigrafe se vera como hacerlo—, de-
signadas por x;, %,, ..., X,,, s¢ evaluaria la funcién g(x) para cada uno de esos valo-
res y se obtendria la estimacion Monte Carlo de o mediante:

f &(%)- [1.13]

1
m =

~

Notese que si g( - ) es integrable en [0; 1], entonces por la ley fuerte de los gran-
des ntimeros se obtiene el importante resultado de que a,, tiende a « con probabi-
lidad 1 cuando m tiende a co.

Si ademais el cuadrado de g(x) es integrable en [0; 1] y se define,

1
o2 = var [g(X)] =J [(x) — ol dx, [1.14]

entonces el error de estimacién a,, — o se distribuye, por el teorema central del
limite, aproximadamente normal con media cero y varianza ag2 /m, mejorando
la aproximacién a medida que aumenta .
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Las dos propiedades referidas pueden expresarse formalmente asi:

lim &, =, con probabilidad 1, [1.15]
\/%(&m - a)’\»N(O;ag2) en distribucion. [1.16]

En particular, este Gltimo resultado muestra que el término de error, ,, — o, tiene
un error tipico —desviacion tipica de a,, — o— igual a 6, /\/m que va haciéndose
mas y mas pequeno a medida que aumenta m. Asi pues, la velocidad de conver-
gencia de a,, hacia o estd gobernada por la potencia m /2, que es caracteristica
del método de Monte Carlo y que es independiente de la dimensién de la variable
aleatoria X —serfa la misma velocidad si el problema planteado fuera el calculo de
una integral triple, por ejemplo—. Esto mismo también se expresa diciendo que la
aproximacion es de orden /2, O (m ™ 1/?).

Notese que eso significa que si se desea aumentar al doble la precision en la esti-
macién de a, serd necesario multiplicar por cuatro el nimero de puntos muestrea-
dos —o lo que es igual, el nimero de variables aleatorias uniformes generadas—.
Aln mas, si se desea ampliar en un digito significativo la precision del resultado
habra que multiplicar por 100 el ntimero de puntos muestreados.

Esas modestas prestaciones en lo que se refiere a velocidad de convergencia son
caracteristicas de la metodologia Monte Carlo. De hecho cualquier método de
integracion numérica de los mencionados anteriormente supera con creces en efi-
cacia al método de Monte Carlo como procedimiento de integracion para la reso-
lucién del problema propuesto, que es unidimensional. Sin embargo las cosas
cambian si aumenta la dimension de la integral, pues el método de Monte Carlo
no ve afectada su velocidad de convergencia, mientras que en los métodos numé-
ricos se ve perjudicada drasticamente. Y en los modelos de simulacién habituales
la dimensién de la integral puede ser importante. Ademas, la metodologia Monte
Carlo tiene una raiz estocéstica tan evidente que la hace preferible en los modelos
con componente estocstico, aunque en muchos casos también podria aplicarse
en los métodos de integracion numéricos deterministas.

De vuelta a los resultados [1.15] y [1.16], especialmente a este Gltimo, notese que
no pueden ser aplicados directamente para la construccion de intervalos de con-
fianza para o, porque ¢, no es conocida “‘a priori’”” —véase por [1.14] que su cal-
culo precisa de o, que es precisamente la cantidad a estimar por ser desconocida—.
Este inconveniente se soslaya en parte al calcular
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1 R
jg = \/ Z [g(‘xt> - O(m]za [117]

m—1 /=5

para lo que s6lo es necesario utilizar resultados del modelo de simulaciéon. Con
ayuda de s, se puede establecer un intervalo de confianza de nivel 100(1 — 6)%

para «. Dicho intervalo, que tiene el caricter de aproximado, es ,, + z; /25 /\/;/L,
pues al ser # un nimero elevado en las aplicaciones de los modelos de simulacién
estd justificado utilizar el cuantil z;,, de la N(0;1). Se puede asi poner,

~ Sy ~ Sy
Pr< £ Sa< o, z, 2’>:1—5, [1.18]

U — Zs/2 ﬁ ﬁ

de modo que la estimacién puntual a,, de la cantidad o queda enriquecida al ser

acompanada de acotaciones del tipo [1.18], o al menos del error tipico sg/\/;//,,
que informan del grado de precisiéon de la estimacion a,,.

Todos los resultados que se acaban de exponer provienen de la discusion y resolu-
ciéon de la integral [1.9] pero son mucho mas generales de lo que pudiera supo-
nerse por estar ligados a un enunciado tan especifico. Y ello a pesar de que el
enunciado estaba preparado para que los limites de la integral coincidieran con los
de la distribucién uniforme auxiliar, de modo que dicha integral pudiera ser direc-
tamente identificada con una esperanza matematica.

No obstante, el hecho de que los limites de la integral sean diferentes no supone
un problema serio. Si se desea calcular la integral

b
ocZJ h(y) dy, [1.19]

a

se puede utilizar el cambio de variable y=a + (6 — a)x, con dy = (b — a)dx, y
disponer la integral [1.19] en la forma,

1

1
o=(b—n) J hla+ (b — a)x] dx = J‘ g(x) dx, [1.20]

0 0

con g(x) = (& — a)h[a + (b — a)x]. Esta integral coincide con [1.9], lo que hace
aplicable inmediamente la metodologia de Monte Carlo para su resolucion. Incluso
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si alguno de los limites no es finito existe una transformacioén adecuada para utili-
zar los resultados anteriores. Sea por ejemplo la integral

:J t(y) dy, [1.21]

0

y considérese el cambio de variable y=1/(1+x), para el que dy = [ —1/(1 + x)*] dx.
Ahora se puede poner

! 1 dx !
o= L t<1 T x) 1+ a7 = L g(x) dx, [1.22]

con g(x) = t[1/(1 + x)]/(1 + x)* y aplicar los resultados precedentes.

Otro cambio de variable que produce resultados analogos es y = —In (1 — x), con
dy = dx/(1 — x). Aplicando esta transformacién a [1.21] se llega a [1.9], siendo
en este caso g(x) = t[ — In(1 — x)]/(1 — x).

Cuando la integral es del tipo

o= JOC t(y) ay, [1.23]

el cambio apropiado es y=a —In(1 — x), con dy=dx/(1 — x). La integral
[1.23] se transforma de nuevo en [1.9], con g(x) = t[2 — In(1 — x)] /(1 — x).

Las integrales cuyo limite inferior es — oo y el limite superior &, como

)
o= j m(y) dy, [1.24]

— 0

se transforman facilmente en integrales del tipo [ 1.9 ] mediante el cambio de varia-
ble y = & + In (x) con dy = dx/x. Es claro que en tal caso la funcién g(x) de [1.9]
serfa g(x) = m[& + In (x)]/x.

Por tltimo, las integrales del tipo
oc=J‘ n(y) dy [1.25]

se pueden transformar en integrales del tipo [1.9] mediante el cambio de variable
y=In(x) —In(1 — %) =In[x/(1 — x)]. Para este cambio de variable se verifica

que dy = di/[o(1 = x)] = dx/(x = ) y g(x) = n[In [x/(1 = %)]1/(x = #7).
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Como ha podido comprobarse, la mayor parte de las integrales definidas simples
pueden resolverse mediante simulacién de Monte Carlo a partir de extracciones
de la variable aleatoria uniforme Unif (0; 1). La situacioén es bastante mas comple-
ja si se trata de una integral maltiple con dimensién 4 > 1, pues el cambio de va-
riables que transforma el recinto S en que se extiende la integral

o= jjj‘ 81, X2, vy Xyg) A2y Ay -+ Ay, [1.26]
s

en el hipercubo [0;1]%, puede ser muy complejo o no existir. En realidad dicho
cambio de variables no es necesario si se dispone de algiin procedimiento para ge-
nerar extracciones uniformemente distribuidas en el subconjunto § del soporte D,
S < D. Esa tarea puede ser tan compleja como la de encontrar el cambio de varia-
bles que transforme Sen [0;1]%y que permita simplificar el proceso de extraccién
de las variables aleatorias uniformes pues todas ellas pasan a ser Unif ;,[0;1], es
decir uniformes multivariantes de dimension 4.

No se piense sin embargo que la metodologia Monte Carlo exige ineludiblemente
la generacion de variables aleatorias uniformes. Eso ha sido asi en el ejemplo intro-
ductorio de célculo de la integral [1.9]. Pero ni la metodologia Monte Carlo se
aplica exclusivamente al cilculo de integrales, ni el calculo de éstas tiene por que
ser conducido siempre de la manera en que ha sido expuesto.

En muchas ocasiones los modelos de simulacion (véase la Figura 1.2) contienen
entradas estocasticas que son variables aleatorias con distribucion de probabilidad
cualquiera: normal o gaussiana, exponencial, logistica, etc. En estas circunstancias
es necesario disponer de algoritmos para generar tales tipos de distribuciones. Cu-
riosamente tales algoritmos utilizan como materia prima extracciones de variables
aleatorias uniformes para transformarlas a continuacioén en extracciones de las dis-
tribuciones deseadas, como si inevitablemente siempre hubiera que recurrir a la
distribucién uniforme —lo cual es cierto, por otra parte—.

En otras ocasiones, aunque un determinado problema pueda resolverse haciendo
uso exclusivo de la distribucion uniforme, como por ejemplo las integrales [1.9] y
[1.26], puede ser interesante muestrear de una distribucién auxiliar h(x) diferente
de la uniforme con el objeto de mejorar la precisiéon de la estimacion de Monte
Carlo para un tamano muestral dado. Esta es la idea del llamado muestreo por im-
portancia, que busca disminuir la varianza del error de la estimacion Monte Carlo
concentrando el muestreo en zonas de «importancia» en relaciéon con la estima-
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ciéon. Para fijar ideas se comentara a continuaciéon la aplicacion del muestreo por
importancia al cilculo de integrales.

Supéngase que se quiere estimar como antes la integral [1.9]. Si la funcién g(x)
difiere mucho de la funcién de densidad de la distribucién uniforme —en forma,
no en altura o valor— entonces var [ g(x)] dado por [1.14] toma un valor elevado,
incidiendo negativamente en la precision de la estimacion ,,. La Figura 1.4 es (til
para entender que el hecho de que el muestreo se lleve a cabo en la distribuciéon
uniforme tiene una relacién directa en la varianza de g(«x) y por tanto en la preci-
si6én de la estimacion. Se ha elegido una funcién g(x) particular marcadamente de-
creciente en el intervalo (0;1). Notese que o representa a la vez el area bajo la
curva g(x) en el intervalo (0; 1) y el valor medio de g(x) en dicho intervalo por ser
de ancho unidad.

M AN, glx)
N\

Figura 1.4. Representacién conjunta de la funcién g(x) y de la distribucion
uniforme, f(x) = 1, 0 < x< 1, que intervienen en la integral [1.9].

Esta Gltima es la razén por la que « aparezca representado en la Figura 1.4 como
una ordenada que, aunque desconocida por hipotesis, existe, y su inclusion es atil
porque facilita la exposicion. Es evidente que la mayor parte del drea que represen-
ta o se encuentra en la parte mas a la izquierda del intervalo (0; 1), donde las orde-
nadas de g(«x) son altas, mientras que una parte pequena de dicha area se encuen-
tra en la zona de la derecha del intervalo (0;1) por la razén contraria. Eso
significa que cuando una extraccion aleatoria de la Unif (0 ;1) ha ocurrido en una
parte de la izquierda del intervalo (0;1) la contribuciéon de dicha extraccion al
area estimada a,,, medida por g(x;)/m segtn [1.13], tiende a sobrevalorar la con-
tribucidon media, y que la contribucion de dicha extraccién a ng —véase [1.17]—
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tiende a ser muy alta. De forma parecida, cuando una extraccion aleatoria de la
Unif (0 ;1) tiene lugar en la parte derecha del intervalo (0; 1), la contribucién de
dicha extraccion al drea estimada a,, tiende a infravalorar la contribucién media
pero a aumentar el valor de ng .

Si el muestreo se hubiera concentrado en los aledanos de &, (véase la Figura 1.4)
las cosas hubieran ido mejor, pues al ser proximos a o los valores g(«;) corres-
pondientes a las extracciones realizadas, sus contribuciones individuales a «,, ha-
brian estado cerca de la media, ,,/m, y la contribucién de g(x;) a 5g2 habria sido
pequeiia. Sin embargo tal tipo de muestreo privilegiado, o muestreo por importan-
cin no puede darse utilizando la distribucion uniforme, que tenderd a repartir uni-
formemente, como es logico, el conjunto de todas las extracciones en el intervalo
(0;1). Pero existe, afortunadamente, una manera indirecta de llevar a cabo ese
muestreo por importancia, que consiste en ponderar de manera diferente las con-
tribuciones de g(«;) en ,, y en ng . Esa ponderacion distinta de la cuota uniforme
1/m se puede llevar a cabo utilizando otra métrica de probabilidad en [1.9] dife-
rente de la uniforme. El cambio de métrica no es especialmente dificil como se
vera a continuacion.

El desarrollo siguiente se realiza partiendo de la expresion [1.3] que permite ha-
cerlo més general pricticamente sin esfuerzo adicional. Unicamente se necesita
aclarar que la esperanza matematica es un operador que utiliza una determinada
métrica de probabilidad, la de la distribucién cuya funcién de densidad interviene
en el cilculo de dicha esperanza. En la expresion [1.3] la métrica viene inducida
por f(x) y tal vez hubiera sido mas adecuado expresar dicha integral en la forma

o= Efg(X)] = f g(x)f(x) dx. [1.27]

D

Si no se hizo asi —y en general no se hace asi—, es porque el contexto suele dejar
perfectamente clara la métrica que se utiliza en el calculo de la esperanza matema-
tica por lo que resulta en general innecesario reflejarla en el operador esperanza,
como se ha hecho en [1.27] disponiendo como subindice del operador el simbolo
de la funcién de densidad con la que se integra.

Como el método del muestreo por importancia utiliza diferentes métricas para el
calculo de esperanzas matematicas, conviene utilizar el criterio de nomenclatura
expresado en [1.27] por ser mas informativo.
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Sea ahora h(x) una funcién de densidad auxiliar, cuyo soporte se va a designar por
H, de modo que D < H, es decir que el soporte D de f(x) queda incluido en H
0, lo que es igual, que f(x) > 0 implica que h(x) > 0 para todo x. Esta exigencia
también implica que h(x) > 0 para x € D, de modo que la siguiente transforma-
cién en [1.27] es vélida:

En esta tGltima integral h(x) ha sustituido a f(x) como métrica de probabilidad, y si
no fuera porque la integral estd extendida al conjunto D, diferente de H que es el
soporte de h(x), pareceria que representa la esperanza matematica de la funcién
que integra el corchete bajo la métrica h(x). La esperanza matematica aludida en
esta Gltima frase es en realidad

f f
[ L e

extendida al conjunto H, soporte de h(x). El hecho de que los conjuntos Dy H
puedan ser diferentes —recuérdese que D © H— hace pensar que las integrales de
las expresiones [1.28] y [1.29] tienen un valor diferente. Esa primera impresion es

sin embargo apresurada. En efecto, al partir H en la unién de conjuntos disjuntos
H=Du(H— D)= Du (Hn D), laintegral [1.29] puede descomponerse en la
suma

B [ e ()£
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y si se observa que por ser D el soporte de f(x) debe ser necesariamente f(x) = 0
para x € Dy por tanto para x € Hn D, se concluye que la tltima integral de este
desarrollo es nula, por lo que se obtiene:

f f
oa=Efg(X)] = L)[g(;:zxgx)}h(x) Ax = Eh[W}. [1.31]

Este resultado es la clave del procedimiento de reducciéon de varianza denominado
muestreo por importancin. Establece que la integral o es a la vez la esperanza ma-
tematica de g(X) calculada con la métrica f(x) y la esperanza matematica de
g( X)f( X)/h(X) calculada con la métrica h(x).
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Si se designan por g, X, ..., X5, Ciertas extracciones aleatorias ¢ independientes
de la distribucion f(x), y por .1, %2, ---» X, Ci€rtas extracciones aleatorias e inde-
pendientes de la distribucion h(x), se pueden construir dos estimaciones diferen-
tes de o, que van a ser designadas por o, V &, ,,:

~ 1 &

= L 85 [1.32]
N £ ()
OCh,Wl - m Z‘;l |:h<xhl):|g(xhl> [133]

Estas dos estimaciones de Monte Carlo son realizaciones de estimadores centra-
dos en a por [1.31], pero la varianza del error de estimaciéon puede ser muy dife-
rente en uno y otro caso. Una eleccidén adecuada de la distribucion auxiliar h(x)
puede hacer que la varianza del error de estimacién &h’m — o sea sensiblemente
inferior a la varianza del error de estimacién &f, . — o. Para ello es conveniente que
la densidad h(x) sea proxima al producto de g(x)f(x) por una constante de pro-
porcionalidad —que no es necesario determinar—. En tal caso los términos del
sumatorio [1.33] serdn proximos a esa constante de proporcionalidad aludida y
como consecuencia la varianza de f(x)g(x)/h(x) serd pequena. Notese que en el
caso particular de que h(x) oc f(x)g(x) todos los términos de [1.33] serian cons-
tantes y la varianza nula. Sin embargo en este caso la constante de proporcionali-
dad que al ser aplicada al producto f(x)g(x) la hace coincidir con h(x) es 1/a, el
inverso de la integral a calcular, de modo que esa eleccion tan precisa de h(x)
—cuando es posible— es equivalente al calculo de la integral solicitada y no es
necesario continuar con ningun tipo de muestreo. Ni que decir tiene que una
eleccion desafortunada de h(x) puede conducir a un resultado distinto del desea-
do: que la varianza de &h,m — o sea superior a la de oAcf)m — .

En el caso particular de que f(x) sea la funciéon de densidad de la distribuciéon uni-
forme Unif(0;1), la integral [1.27] coincide con [1.9] pues f(x) =1 para
0 < x<1yf(x) =0 para x fuera del intervalo (0;1]. En ese caso las extracciones
x; de la expresion [1.32] son uniformes Unif(0;1). Notese que la expresion
[1.33] en tal caso no puede simplificarse sustituyendo f(4,;) por la unidad, pues
esto sucede solo en el caso de que 0 < x,; < 1, pero como el soporte H de h(x)
puede contener valores de «,; fuera del intervalo (0;1], en tales casos serd
f(x,;) = 0, por lo que f(x,,) debe permanecer como tal en [1.33] a pesar de que
f(«x) sea la distribucién uniforme. Solo cuando el soporte H de h(x) coincida con
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el intervalo (0;1] sera posible simplificar la expresion [1.33] utilizando el hecho
de que en tal caso es f(x,;) = 1.

Al comparar las expresiones [1.32] y [1.33] se observa que el muestreo por im-
portancia es equivalente a calcular oy, ,, ponderando los valores g(xy,;) con los pe-
sos f(x,;)/mh(x,;). Algunos de estos pesos pueden ser cero —cuando x;,; € D—y
otros en cambio relativamente elevados, siendo en tal caso x;,; extracciones impor-
tantes por su contribucién al cilculo de a. Notese que a pesar de la apariencia de
[1.33], ﬁh’m no sera en general una media ponderada de los valores g(«;,;), y ello
porque los pesos de las diferentes observaciones g(x,;) no tienen por qué sumar la
unidad.

Un caso de gran importancia es el de la integral [1.6] que identifica la probabili-
dad de un suceso con la esperanza matematica de la funcién indicadora de dicho
suceso. Comparando [1.6] y [1.27] se deduce que en este caso es g(x) = [(«x), de
modo que la eleccion ideal de h(x), que coincide con el producto g(x)f(x) dividi-
do por el valor de la integral, resulta ser

gW)f(w) _ I(0)f(x)
Pr(Xe )

h(%)idea = = f(x9), [1.34]

es decir la funcién de densidad de X condicionada por el suceso X € S. Una elec-
ciéon de h(x) lo mas proxima que se pueda a f(x|S) provocara una disminucion
notable de la varianza del error de estimacion.

El muestreo por importancia pone de manifiesto que en muchos casos sera conve-
niente muestrear de distribuciones h(x) cualesquiera y no solo de la distribucién
uniforme. No obstante, el muestreo de la distribuciéon uniforme es muy importan-
te la en simulacién de Monte Carlo, tanto porque es la base de la resolucion de
algunos problemas tipicos de la metodologia Monte Carlo —como la integracién
y la optimizacién de funciones— como por ser un paso previo para la generacion
de otro tipo de variables aleatorias, en tanto que los algoritmos ideados para llevar
a cabo esa generacién se apoyan siempre en la extraccion de variables aleatorias
uniformemente distribuidas.

La importancia que tiene el muestreo de la distribucion uniforme en la simulacién
estadistica hace aconsejable que se le dedique un epigrafe, aunque el estudio del
mismo se puede omitir sin pérdida importante de continuidad. Si asi se hace, se
puede pasar directamente al capitulo 3 dando por hecho que los ordenadores son
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capaces de generar secuencias de nimeros aleatorios —en realidad pseudoalea-
torios— del tipo U;, U,, ..., U;, que se comportan como extracciones indepen-
dientes de la distribuciéon uniforme Unif(0;1). En Excel™, por ejemplo, cada
vez que se ejecuta la funcion ALEATORIO( ) la maquina devuelve un nimero
aproximadamente aleatorio de la secuencia referida.
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